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1 Introduction
Soient K un corps de nombres et K sa cloˆture alge´brique. Soient XK une
courbe propre, lisse, ge´ome´triquement connexe de genre g ≥ 2 sur K et J sa
jacobienne. Soit D0 un diviseur de degre´ 1 sur X et φD0 le plongement de XK
dans J de´fini par D0. On note hNT (x) la hauteur de Ne´ron-Tate d’un point
x ∈ J(K). On montre dans ce texte l’e´nonce´ suivant qui a e´te´ conjecture´ par
Bogomolov [2]:
The´ore`me 1.1 Il existe ǫ > 0 tel que {P ∈ XK(K)|hNT (φDO(P )) ≤ ǫ} est
fini.
Notons que Raynaud [10] a prouve´ que l’ensemble des points P ∈ XK(K)
tels que φD0(P ) est de torsion dans J est fini. Le the´ore`me 1.1 ge´ne´ralise
cet e´nonce´ car la condition φD0(P ) est e´quivalente a` hNT (φD0(P )) = 0. Le
lecteur s’assurera que la de´monstration du the´ore`me 1.1 est inde´pendante de
celle de Raynaud.
Le the´ore`me 1.1 a e´te´ obtenu dans de nombreux cas par Szpiro [12] et
Zhang [15]. Soit Ω1X le faisceau des diffe´rentielles holomorphes sur XK .
Quand XK a un mode`le propre et lisse sur l’anneau des entiers OK de K,
Szpiro [12] a montre´ le the´ore`me 1.1 quand la classe [Ω1X − (2g− 2)D0] n’est
pas de torsion dans J ou la self intersection (ωAr, ωAr)Ar du dualisant relatif
au sens d’Arakelov est non nulle. Il a aussi explique´ comment un e´quivalent
du the´ore`me de Nakai et Moishezon en the´orie d’Arakelov permet de prouver
que la non nullite´ de (ωAr, ωAr)Ar est e´quivalente a` l’e´nonce´ du the´ore`me 1.1.
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Zhang [14] a montre´ l’analogue du the´ore`me de Nakai et Moishezon (voir
aussi les travaux de Kim [8] pour une autre approche). Notons enfin que
toujours dans le cas ou` XK admet un mode`le propre et lisse sur OK , Burnol
[3] et Zhang [17] ont donne´ des conditions suffisantes pour que (ωAr, ωAr)Ar
soit strictement positif.
Pour ge´ne´raliser les travaux de Szpiro (concernant le cas ou` le mode`le
minimal non singulier X de XK sur l’anneau des entiers OK de K est lisse),
Zhang [15] a introduit un accouplement admissible ( , )a ge´ne´ralisant celui
d’Arakelov ( , )Ar sur X . Il a de´fini un faisceau dualisant relatif ωa qui
co¨ıncide avec le faisceau dualisant relatif ωAr dans le cas ou` X est lisse et qui
ve´rifie
(ωAr, ωAr)Ar ≥ (ωa, ωa)a ≥ 0. (1)
Il a montre´ le the´ore`me 1.1 quand (ωa, ωa)a > 0 et quand la classe [Ω
1
X −
(2g−2)D0] n’est pas de torsion dans J . Il a enfin montre´, que si (ωa, ωa)a = 0
et D0 =
Ω1X
2g−2
le the´ore`me 1.1 est en de´faut. On obtient ainsi dans ce texte
la preuve du re´sultat suivant :
The´ore`me 1.2 Soit X −→ Spec(OK) le mode`le minimal re´gulier d’une
courbe lisse ge´ome´triquement connexe XK sur K de genre g ≥ 2. Si X a
re´duction semi–stable alors :
(ωAr, ωAr)Ar ≥ (ωa, ωa)a > 0. (2)
Notons que l’ine´galite´ (ωAr, ωAr)Ar > 0 a e´te´ de´montre´e par Zhang [15]
dans le cas ou` X n’est pas lisse sur OK. Un e´nonce´ un peu moins ge´ne´ral a
e´te´ obtenu par Burnol [3]. Zhang [17] a aussi montre´ l’ine´galite´ (ωa, ωa)a > 0
(et donc le the´ore`me 1.1) quand End(J)⊗ R n’est pas isomorphe a` R, C ou`
H (alge`bre des quaternions).
Pour prouver les the´ore`mes 1.1 et 1.2, on suppose que (ωa, ωa)a = 0
et que D0 =
Ω1
X
2g−2
. On dispose alors d’une suite infinie de points xn de
XK(K) telle que hNT (φD0(xn)) tend vers 0 quand n tend vers l’infini. En
utilisant des the´ore`mes d’e´quidistributions des petits points a` une suite yn
de XgK , construite a` partir de xn, et a` son image zn dans J on obtient une
contradiction.
2 Pre´liminaire en the´orie d’Arakelov
2
2.1 Varie´te´s arithme´tiques, hauteurs
Soit K un corps de nombres, OK son anneau d’entiers et S = Spec(OK). On
note S∞,K l’ensemble des places a` l’infini de K. Une varie´te´ arithme´tique sur
S est la donne´e d’un S–sche`ma plat et projectif X dont la fibre ge´ne´rique
XK est lisse. Pour toute extension K1 de K, on note XK1 = XK ⊗K K1.
Les points de X(C) vus comme Z–sche´ma s’e´crivent comme la re´union dis-
jointe X(C) = ∪σ∈S∞,KXσ(C), ou` Xσ(C) = X ⊗σ C. Un fibre´ inversible
L = (L, ‖ ‖σ) sur X est la donne´e d’un fibre´ inversible L sur X et pour tout
σ ∈ S∞,K d’une me´trique C
∞, invariante par la conjugaison complexe, sur le
fibre´ inversible Lσ = L ⊗σ C de Xσ(C). On note alors Lσ le fibre´ inversible
hermitien (Lσ, ‖ ‖σ) de Xσ(C). On note Pic(X) la cate´gorie des fibre´s in-
versibles hermitiens sur X . On dit que deux e´le´ments L, L
′
de Pic(X)⊗ Q
coincident sur la fibre ge´ne´rique s’il existe sur la fibre ge´ne´rique un isomor-
phisme de LK sur L
′
K qui est une isome´trie en toute place a` l’infini. Dans
cette situation, on se permet d’e´crire LK = L
′
K
En particulier, un fibre´ inversible hermitien L sur S est la donne´e d’un
OK–module projectif de rang 1 et de me´triques hermitiennes sur le C–espace
vectoriel de dimension 1, Lσ, pour toute place a` l’infini σ de K. Le degre´
d’un fibre´ inversible hermitien L sur S est de´fini par l’e´galite´ :
degAr(L) = log#(L/OK .s)−
∑
σ∈S∞,K
log ‖s‖σ (3)
pour une section arbitraire s de L.
Soit X une varie´te´ arithme´tique sur S de dimension (absolue) d et L
un fibre´ inversible hermitien sur X . Pour tout x ∈ XK(K), on note Dx la
cloˆture de Zariski de x dans X et K(x) son corps de rationalite´ . La hauteur
hL(x) est alors de´finie par la formule hL(x) =
degAr(L|Dx)
[K(x) : K]
. Si on part d’une
varie´te´ projective lisse XK sur K, que l’on fixe une extension K1 de K, un
mode`le X1 de XK1 sur l’anneau des entiers OK1 de K1 et un fibre´ inversible
hermitien L sur X1, on peut encore de´finir une hauteur sur XK(K). En effet
pour tout point x ∈ XK(K), Spec(K(x) ⊗K K1) est une re´union de points
(x1, . . . , xr) de XL(L). On pose alors
h
L
(x) =
r∑
i=1
h
L
(xi)
[K1 : K]
.
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Soit T une varie´te´ analytique complexe de dimension d−1 et L = (L, ‖ ‖)
un fibre´ inversible hermitien sur T . Soit K la forme de courbure associe´e a`
L [7]. On notera dans la suite c1(L) la (1, 1)–forme ferme´e
i
2pi
K. Par ailleurs
on notera c1(L) la premie`re classe de Chern d’un fibre´ inversible L sur une
varie´te´ alge´brique T . A travers l’application degre´, on identifiera c1(L)
d−1 a`
un entier naturel.
Rappelons que Gillet et Soule´ [5] [6] ont de´fini pour une varie´te´ arithme´tique
X de dimension d des groupes de Chow arithme´tiques ĈH
i
(X) pour tout
entier naturel i. Quand X est irre´ductible, on a ĈH
0
(X) ≃ Z. On dispose
d’une application degre´
ĈH
d
(X) −→ R.
Pour tout fibre´ inversible hermitien L sur X , on dispose d’une premie`re classe
de Chern arithme´tique cˆ1(L) ∈ ĈH
1
(X). Graˆce au produit d’intersection
ĈH
i
(X)× ĈH
j
(X) −→ ĈH
i+j
(X)⊗Z Q,
on sait de´finir cˆ1(L)
i ∈ ĈH
i
(X)⊗ZQ pour tout i ∈ N
∗. On de´finit cˆ0(L) = 1
et on voit cˆ1(L)
d comme un nombre re´el a` travers l’application degre´.
Rappelons aussi que dans le cas des surfaces arithme´tiques, on dispose
d’une the´orie due a` Arakelov [1], Faltings [4] et Zhang [15] qui pre´cise les
choix de me´triques sur les fibre´s que l’on est amene´ a` e´tudier. Soient donc
X une courbe lisse et ge´ome´triquement connexe de genre g non nul sur K et
X son mode`le re´gulier minimal. Quitte a` e´largir K, on suppose que X est
semi–stable. Pour tout plongement σ de K dans C, on note Xσ la surface de
Riemann obtenue a` partir de X par le changement de base de´fini par σ. La
surface Xσ est munie d’une (1, 1)–forme canonique
νσ =
i
2g
g∑
i=1
ωi ∧ ωi,
pour une base orthonorme´e (ω1, . . . , ωg) de H
0(Xσ,Ω
1) ou` Ω1 est le faisceau
des diffe´rentielles holomorphes sur Xσ pour le produit scalaire :
〈α, β〉 =
i
2
∫
Xσ
α ∧ β. (4)
Arakelov a de´fini une the´orie des intersections ( , )Ar pour les e´le´ments de
la cate´gorie PicAr((X )) des fibre´s inversibles sur X munis en chaque place a`
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l’infini σ de K d’une me´trique permise (a` courbure proportionnelle a` νσ). Le
faisceau ωX/OK , dualisant relatif de X sur Spec(OK) est canoniquement muni
de me´triques permises [1]. On note ωAr = ωX/OK l’e´le´ment de PicAr((X ))
ainsi obtenu.
Zhang [15] a e´tendu et ge´ne´ralise´ l’intersection d’Arakelov. Il a de´fini une
notion d’admissibilite´ en toute place de K qui co¨ıncide avec celle d’Arakelov
aux places a` l’infini. On note Pica(X ) la cate´gorie des fibre´s inversibles
admissibles au sens de Zhang [15]. On dispose d’une the´orie des intersec-
tions ( , )a sur Pica(X ). Zhang a aussi de´fini des me´triques admissibles en
toute place de K sur le fibre´ ωX/OK . On note dans ce texte ωa l’e´le´ment de
Pica(X ) ainsi obtenu. On dispose ainsi d’une hauteur hωa sur X qui est un
repre´sentant de la classe des hauteurs de Weil associe´s au fibre´ Ω1X (voir [11]
pour une introdution au hauteurs). On aura besoin du re´sultat suivant qui
re´sulte imme´diatement de [15] (the´ore`me 2-4).
Lemme 2.1 Soit X −→ Spec(OK) le mode`le minimal non singulier d’une
courbe lisse, ge´ome´triquement connexe, de genre g ≥ 2 sur K. On suppose
que X a re´duction semi–stable. Il existe une suite d’extension Kn de K, telle
que si on note Xn le mode`le minimal non singulier de XKn sur l’anneau des
entiers OKn de Kn, il existe une suite d’e´le´ments Ln de PicAr(Xn)⊗ZQ telle
que pour tout n ∈ N, Ln co¨ıncide sur la fibre ge´ne´rique avec ωAr comme fibre´
inversible hermitien et telle que
sup
x∈XK(K)
|h
Ln
(x)− hωa(x)|
tende vers O quand n tend vers l’infini.
Dans la suite de ce texte, on fixe une surface arithme´tique X → Spec(OK)
telle que ω2a = (ωa, ωa)a = 0. On choisit un diviseur D0 sur XK tel que
D0 =
Ω1X
2g−2
. Comme D0 est fixe´ jusqu’a` la fin de ce texte on se permet de
noter j = φD0 le plongement de XK dans sa jacobienne de´fini par D0 et en
faisant une extension convenable, on suppose que D0 est rationnel sur K. On
note encore D0 le diviseur horizontal de X de fibre ge´ne´rique D0. Le lemme
suivant re´sulte imme´diatement de [15] (preuve du the´ore`me 5-6).
Lemme 2.2 Pour tout point P ∈ X(K) on a :
hNT (j(P )) =
g
2g − 2
hωa(P ). (5)
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2.2 The´ore`mes d’e´quidistribution
Une suite de points (un) d’une varie´te´ alge´brique, irre´ductible, X est dite
ge´ne´rique, si un converge, au sens de la topologie de Zariski, vers le point
ge´ne´rique de X (autrement dit, si pour toute sous-varie´te´ stricte Y de X , il
existe au plus un nombre fini d’indices i ∈ N tels que xi soit un point de Y ).
On a montre´ dans [13] le the´ore`me d’e´quidistribution des petits points
des varie´te´s abe´liennes suivant:
The´ore`me 2.3 Soit A une varie´te´ abe´lienne sur un corps de nombres K.
Soit (xn) une suite ge´ne´rique de points de A telle que hNT (xn) converge
vers 0. Soit O(xn) l’orbite de xn sous l’action du groupe de Galois GK =
Gal(K/K). Pour toute place a` l’infini σ, la suite
1
#O(xn)
∑
x∈σ(O(xn))
δx
converge faiblement vers la mesure de Haar de masse totale 1 dµσ de Aσ(C) ≃
A⊗σ C.
L’e´nonce´ suivant qui ge´ne´ralise le the´ore`me d’e´quidistribution des petits
points des varie´te´s arithme´tiques de´montre´ dans [13] nous sera utile dans la
suite de ce texte.
The´ore`me 2.4 Soit X → Spec(OK) une varie´te´ arithme´tique de dimension
d. Soit L un fibre´ inversible hermitien sur X tel que LK soit ample et c1(Lσ)
soit positif pour toute place a` l’infini σ de K. Soit h une hauteur de Weil
sur XK associe´e a` LK telle que h(P ) ≥ 0 pour tout P ∈ XK(K). On
suppose qu’il existe une suite Kn d’extensions finies de K, une suite Xn de
mode`les projectifs de XKn sur l’anneau des entiers OKn de Kn et une suite
Ln d’e´le´ments de Pic(Xn)⊗Q, telle que pour tout n ∈ N et pour toute place
a` l’infini σ de Kn on ait:
Ln ⊗OKn Kn = LKn. (6)
sup
x∈XK(K)
|hLn(x)− h(x)| −→ 0 quand n→∞. (7)
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Soit (xn) une suite ge´ne´rique de points de XK(K) tel que h(xi) converge vers
0. Alors pour toute place a` l’infini σ0 de K et toute fonction continue f sur
Xσ0(C) la suite
1
#O(xn)
∑
xgn∈O(xn)
f(σ0(x
g
n))
converge vers
∫
Xσ0 (C)
f(x)dµ(x) ou`
dµ =
c1(Lσ0)
d−1
c1(Lσ0)
d−1
est vu comme une mesure sur Xσ0(C) de volume 1.
Preuve. La preuve donne´e ici est une simple adaptation de celles des
the´ore`mes similaires de [13]. Soit f une fonction continue sur Xσ0(C) telle
que
un =
1
#O(xn)
∑
xgn∈O(xn)
f(σ0(x
g
n))
ne converge pas vers
∫
Xσ0(C)
f(x)dµ(x).
On peut supposer que :
a)
∫
Xσ0(C)
f(x)dµ(x) = 0 (changer f en f −
∫
Xσ0 (C)
f(x)dµ(x)).
b) La suite
1
#O(xn)
∑
xgn∈O(xn)
f(σ0(x
g
n)) converge vers une constante C < 0
(extraire une sous–suite convergente et changer si ne´ce´ssaire f en −f).
c) La fonction f est C∞ sur Xσ0(C).
Pour tout re´el positif λ, on note On(λf) le fibre´ inversible hermitien
OXn de Xn muni en toute place a` l’infini ne divisant pas σ0 de la me´trique
triviale et en toute place a` l’infini σ divisant σ0 de la me´trique ve´rifiant
‖1‖σ(x) = exp(−λf(x)) (noter que cela a un sens car pour tout σ divisant
σ0 on a Xσ ≃ Xσ0). On note Ln(λf) = Ln ⊗ On(λf). Pour λ suffisament
petit et pour toute place a` l’infini σ de Kn, c1(Ln(λf)σ) est positive (et cela
inde´pendament de n.) On remarque que l’on a pour tout x ∈ XK(K) :
hLn(λf)(x) = hLn(x) +
λ
#(O(x))
∑
xg∈O(x)
f(xg). (8)
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Par ailleurs,
cˆ1(Ln ⊗On(λf))
d
[Kn : K]
=
cˆ1(Ln)
d
[Kn : K]
+ O(λ2) (9)
pour une fonction O(λ2) inde´pendante de n (utiliser a et le fait que Ln,σ
en tant que fibre´ inversible hermitien sur Xσ ≃ Xσ0 est inde´pendant de n).
D’autre part en utilisant le the´ore`me 5-2 de [16] et l’existence de la suite un,
on voit que quand n tend vers l’infini,
cˆ1(Ln)
d
[Kn : K]
converge vers 0.
Soit ε un nombre re´el positif. Par la convergence uniforme de h
Ln
vers h
et la discussion pre´ce´dente, il existe N ∈ N tel que pour tout n ≥ N on a:
sup
x∈XK(K)
|h
Ln
(x)− h(x)| ≤ ε. (10)
|
cˆ1(Ln)
d
[Kn : Q]d.c1(L)d−1
| ≤ ε. (11)
En utilisant le the´ore`me 5-2 de [16], on voit que
lim
ı→∞
( h
LN
(xi) +
λ
#O(xi)
∑
xgi∈O(xi)
f(σ0(x
g
i )) ) ≥
(cˆ1(LN) + cˆ1(O(λf))
d
[KN : K]d.c1(LKN )
d−1
. (12)
On en de´duit donc que :
λC ≥ O(λ2)− 2ε (13)
En faisant tendre ε, puis λ vers 0, on montre que C ≥ 0. Cette contra-
diction termine la preuve du the´ore`me 2.4
3 Suites ge´ne´riques de petits points de Xg
On rappelle que l’on a fixe´ une surface arithme´tique semi–stable X → Spec(OK),
qui est le mode`le minimal ’˚egulier d’une courbe XK lisse ge´ome´triquement
connexe de genre g ≥ 2 sur K, telle que (ωa, ωa)a = 0. De plus D0 =
Ω1
X
2g−2
est suppose´ eˆtre rationnel sur K. En utilisant le corrolaire 5-7 de [15] et le
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lemme 2.2 on peut construire une suite ge´ne´rique (tk) de points de XK(K)
telle que
hωa(tk) =
2g − 2
g
hNT (j(tk))
tend vers 0 quand k tend vers l’infini. On poursuit cette ide´e en travaillant
sur XgK(K). On note s l’application de X
g
K dans J telle que :
s(P1, . . . , Pg) = j(P1) + . . .+ j(Pg).
Pour toute extension L de K, on note GL le groupe de Galois de K sur
L. Si K2 est une extension galoisienne de K1, on note Gal(K2/K1) le groupe
de Galois de K2 sur K1. Soient Y une varie´te´ alge´brique de´finie sur K et
x ∈ Y (K). Pour toute extension L de K, telle que L ⊂ K(x), on note
OL(x) = GL.x l’orbite sous GL de x. On fait la convention OK(x) = O(x).
Le but de cette partie est de montrer la proposition suivante.
Proposition 3.1 Il existe une suite ge´ne´rique yn = (xn,1, . . . , xn,g) de points
de XgK(K) telle que :
1) Pour tout i ∈ [1, . . . , g], hωa(xn,i) −→ 0.
2) La suite zn = s(yn) est une suite ge´ne´rique de J et hNT (zn) converge
vers 0 quand n tend vers l’infini..
3) L’application s induit une bijection de O(yn) sur O(zn)
Preuve. Dans la suite, on fixe un plongement σ0 = id de K dans C et on
identifie XK(K) a` un sous–ensemble de XC = XK⊗σC. Pour toute extension
L de K, on note Lc la plus petite extension galoisienne de K contenant L.
On choisit une distance d sur XC de´finissant la topologie complexe.
Comme cela a e´te´ indique´ au de´but de cette section, on dispose d’une
suite ge´ne´rique tk de points de XK(K) telle que hωa(tk) tend vers 0. Par le
the´ore`me d’e´quidistribution 2.4 et le lemme 2.1 on sait que {O(tk) |k ∈ N}
est dense pour la topologie complexe de XC. Pour tout n ∈ N, il existe donc
un indice k ∈ N tel que l’on ait a` la fois :
hωa(tk) ≤
1
n
(14)
pour tout x ∈ XC(C) il existe α ∈ O(tk) tel que d(x, α) ≤
1
n
(15)
On choisit un tel indice k et on pose xn,1 = tk.
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On pose alors
Gal(K(xn,1)
c/K) = {σ1, . . . , σr}
et Xi = XK ⊗σi K(xn,1)
c. On note encore ωa le faisceau dualisant relatif (au
sens de Zhang) sur le mode`le minimal non singulier Xi de Xσi sur l’anneau
des entiers OK(xn,1)c de K(xn,1)
c.
On dispose par la the´orie de Galois e´le´mentaire d’un morphisme surjectif:
πk : Gal(K(xn,1, tk)
c/K) −→ Gal(K(xn,1)
c/K).
Pour tout i ∈ [1, . . . , r] et tout k ∈ N, on choisit σi,k ∈ Gal(K(xn,1, tk)
c/K)
tel que
πk(σi,k) = σi.
On constate que les σi,k(tk) pour i ∈ [1, . . . , r] sont des suites ge´ne´riques de
points de Xi(K) telles que hωa(σi,k(tk)) tend vers 0. On en de´duit que pour
tout k assez grand, pour tout i ∈ [1, . . . , r] et pour tout x ∈ XC on a :
hωa(σi,k(tk)) ≤
1
n
. (16)
Il existe αi ∈ OK(xn,1)c(σi,k(tk)) tel que d(x, αi) ≤
1
n
(17)
dim H0(XC,O(xn,1 + tk)) = 1 (18)
(Remarquer pour ce dernier point que la suite tk est ge´ne´rique et que
{P ∈ X(C) | dim H0(XC,O(xn,1 + P )) > 1} est fini). On fixe un tel k et on
pose xn,2 = tk et σi,k = σi. La suite (xn,1, xn,2) a la proprie´te´ suivante :
Lemme 3.2 Pour tout (x, y) ∈ XC × XC, il existe (α1, α2) ∈ O(xn,1, xn,2)
tel que max(d(x, α1), d(y, α2)) ≤
1
n
.
Preuve. D’apre`s (15), il existe σi ∈ Gal(K(xn,1)
c/K) tel que d(x, σi(xn,1)) ≤
1
n
. Par ailleurs d’apre`s (17) il existe γ ∈ Gal(K(xn,1, xn,2)
c/K(xn,1)
c) tel que
d(y, γσi(xn,2)) ≤
1
n
.
On constate que (α1, α2) = γσi((xn,1, xn,2)) convient.
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En proce´dant de meˆme, on construit la suite yn = (xn,1, . . . , xn,g) de X
g
K
telle que
dim H0(XC,O(xn,1 + . . .+ xn,g)) = 1
(utiliser le fait que tk est ge´ne´rique et [9] lemme 5-2), hωa(xn,i) converge vers
0 pour tout i et telle que pour tout (x1, . . . , xg) ∈ X
g
C
, il existe
(α1, . . . , αg) ∈ O(xn,1, . . . , xn,g)
ve´rifiant max
i
(d(xi, αi)) ≤
1
n
. Cette derniere proprie´te´ nous prouve que la
suite yn est ge´ne´rique.
La deuxie`me partie de la proposition se de´duit de la premie`re et du fait
que la suite yn est ge´ne´rique en utilisant le lemme 2.2 et le fait que s est
surjective.
Comme D0 est rationnel sur K, s induit une surjection de O(yn) sur
O(zn). Soit (α1, . . . , αg) ∈ O(yn) tel que
zn = xn,1 + . . .+ xn,g = α1 + . . .+ αg
On sait que les fibres du morphisme s correspondent aux syste`mes line´aires
sur X (voir [9] chapˆıtre 5 dans le cas ou` D0 est un point rationnel sur K et
se ramener a` ce cas apre`s translation). Comme
dim H0(XC,O(xn,1 + . . .+ xn,g)) = 1,
on voit que s est fini au dessus de zn. Pour n assez grand la construction de
la suite prouve que xn,i ne peut pas eˆtre dans O(xn,j) pour i 6= j. On a donc
αi = xn,i pour tout i et s est injective. Ceci termine la preuve de la dernie`re
partie de la proposition.
4 Preuve du the´ore`me 1.1
Dans la suite, on notera πi la i–e`me projection de X
g = X ×OK . . . ×OK X
sur X . On notera aussi πi la i–e`me projection de X
g
K sur XK . On rappelle
que ν de´note la 1-1–forme canonique sur XC.
Lemme 4.1 Soit yn la suite pre´ce´demment construite. La suite
1
#(O(yn))
∑
(α1,...,αg)∈O(yn)
δ(α1,...,αg)
converge faiblement vers la mesure π∗1ν ∧ . . . ∧ π
∗
gν de X
g
C
.
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Preuve. On note L = π∗1ωX/OK ⊗ . . .⊗π
∗
gωX/OK le fibre´ inversible me´trise´
sur X g obtenu en munissant LK = π
∗
1Ω
1
X ⊗ . . . ⊗ π
∗
gΩ
1
X , en toute place a`
l’infini, de la me´trique produit des images inverses des me´triques canoniques
sur Ω1X . On note h le repre´sentant de la classe des hauteurs Weil, sur X
g
K(K)
associe´ a` LK ve´rifiant :
h(P1, . . . , Pg) =
g∑
i=1
hωa(Pi)
Pour tout (P1, . . . , Pg) ∈ X
g
K(K). On a h(P1, . . . , Pg) ≥ 0.
On fixe dans la suite une suite d’extension Kn de K et une suite Ln sur
le mode`le minimal re´gulier Xn de XKn donne´es par le lemme 2.1. On pose
alors
X ng = Xn ⊗OKn . . .⊗OKn Xn
Ln = π
∗
1Ln ⊗ . . .⊗ π
∗
gLn
On constate alors que Ln co¨ıncide ge´ne´riquement (en tant que fibre´ inversible
hermitien) avec LKn et que l’on a pour tout (x1, . . . , xg) ∈ XK(K)
g :
hLn(x1, . . . , xg) =
g∑
i=1
h
Ln(xi).
On en de´duit alors que
sup
x∈Xg
K
(K)
|hLn(x)− h(x)|
tend vers 0 quand n tend vers l’infini. Or LK est ample sur XK , en toute
place a` l’infini σ deK, c1(L)σ est une 1-1–forme positive et on a construit une
suite ge´ne´rique yn telle que h(yn) tend vers 0. Le the´ore`me d’e´quidistribution
2.4 nous permet alors de conclure que la suite
1
#(O(yn))
∑
(α1,...,αg)∈O(yn)
δ(α1,...,αg)
converge faiblement vers la mesure
c1(L)
g
c1(LK)g
= π∗1ν ∧ . . . ∧ π
∗
gν.
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Lemme 4.2 Soit zn la suite de points de J pre´ce´demment construite. La
suite
1
#(O(zn))
∑
z∈O(zn)
δz
converge faiblement vers la mesure de Haar normalise´e dµH de J .
Preuve. C’est une conse´quence imme´diate de la deuxie`me partie de la
proposition 3.1, du the´ore`me d’e´quidistribution 2.3 des petits points des
varie´te´s abe´liennes et du lemme 2.2.
Lemme 4.3 Pour toute fonction f , continue sur J , a` valeurs dans R, on a:∫
J
f(z)dµH =
∫
Xg
C
f.s(x1, . . . , xg)π
∗
1ν ∧ . . . ∧ π
∗
gν. (19)
Preuve. En utilisant le lemme 4.2, on voit que la suite
1
#(O(zn))
∑
z∈O(zn)
f(z)
converge vers
∫
J
f(z)dµH . Or d’apre`s la troisie`me partie de la proposition
3.1 on a :
1
#(O(zn))
∑
z∈O(zn)
f(z) =
1
#(O(yn))
∑
(α1,...,αg)∈O(yn)
f.s(α1, . . . , αg). (20)
D’apre`s le lemme 4.1, cette dernie`re somme converge vers∫
Xg
C
f.s(x1, . . . , xg)π
∗
1ν ∧ . . . ∧ π
∗
gν.
Lemme 4.4 On a` l’e´galite´ :
s∗dµH = g! π
∗
1ν ∧ . . . ∧ π
∗
gν. (21)
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Preuve. Cela re´sulte du lemme 4.3 et de la formule de changement de vari-
ables quand on a remarque´ que s est une application ge´ne´riquement finie de
degre´ g!.
Preuve du the´ore`me 1.1. On va prouver le the´ore`me 1.1 en montrant que
cette dernie`re e´galite´ ne peut eˆtre re´alise´e. Pour cela explicitons ces deux
mesures. Soit (ω1, . . . , ωg) une base orthonorme´e de H
0(XC,Ω
1
X) pour le pro-
duit scalaire de´fini dans l’e´quation 4. On note ωJi l’unique forme diffe´rentielle
de type 1-0 sur J , invariante par translation, telle que j∗ωJi = ωi. On a vu
que l’on a :
ν =
i
2g
g∑
i=1
ωi ∧ ωi
On pose alors
µ =
i
2g
g∑
i=1
ωJi ∧ ωi
J .
On a alors dµH =
gg
g!
µg et ν = j∗µ et pour tout i ∈ {1, . . . , g} on a :
s∗ωJi =
g∑
j=1
π∗jωi
On trouve alors
s∗dµH =
gg
g!
(
g∑
i=1
π∗i ω1) ∧ (
g∑
i=1
π∗i ω1) ∧ . . . ∧ (
g∑
i=1
π∗i ωg) ∧ (
g∑
i=1
π∗i ωg) (22)
On voit donc que pour tout point P = (P1, . . . , Pg) ∈ X
g telle que
H0(XC,Ω
1
X(−P1 − . . .− Pg)) > 0
(par exemple P = (P0, . . . , P0) avec P0 point de Weierstrass de XC) on a
s∗dµH(P ) = 0 . Par contre la forme de type g-g,
π∗1ν ∧ . . . ∧ π
∗
gν
est partout strictement positive. Ceci prouve la contradiction du lemme 4.4
et termine la preuve du the´ore`me.
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